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1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a, b, c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, òî

1

4
<
ab+ bc+ ac

(a+ b+ c)2
6

1

3
.

Ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òàêîìó:

ab+ bc+ ac 6 a2 + b2 + c2 < 2ab+ 2bc+ 2ac.

Ëåâîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáûõ a, b è c, ò.ê.

2a2 + 2b2 + 2c2 − 2ab− 2bc− 2ac = (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 > 0.

Ïðàâîå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

a(a− b− c) + b(b− a− c) + c(c− a− b) < 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî � ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî a, b è c ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè
ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, è ïîýòîìó

a < b+ c, b < a+ c, c < a+ b.

2. Â òðåóãîëüíèêàõ ABC è A1B1C1 îòðåçêè CD è C1D1 � áèññåêòðèñû
óãëîâ C è C1 ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî

AB = A1B1, CD = C1D1 è ∠ADC = ∠A1D1C1.

Îêàæóòñÿ ëè ðàâíûìè òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1?
Ðåøåíèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ABC è

A1B1C1 (ñì. ðèñ.) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ∠C = ∠C1.



Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ∠C > ∠C1. Òî-
ãäà ∠ACD > ∠A1C1D1. Ïðîâåäåì îòðåçêè CA2 è CB2 òàê, ÷òîáû
∠A2CD > ∠B2CD = ∠A1C1D1. Òîãäà 4A1CD = 4A1C1B1 (ïî ñòîðîíå
è äâóì ïðèìûêàþùèì ê íåé óãëàì), ïîýòîìó A2D = A1D1. Àíàëîãè÷íî
B2D = B1D1. Òîãäà A1B1 = A2B2 < AB, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Çíà÷èò, ∠C = ∠C1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3. Ïóñòü a è b � öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a2+9ab+b2 äåëèòñÿ
íà 11, òî 2a2 + 9ab òàêæå äåëèòñÿ íà 11.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 = (a2 + 9ab+ b2)− 11ab

äåëèòñÿ íà 11. ×èñëî 11 � ïðîñòîå. Ïîýòîìó (a − b) äåëèòñÿ íà 11, è
a2 − b2 = (a− b)(a+ b) � òîæå äåëèòñÿ íà 11. Îòñþäà

2a2 + 9ab = (a2 + 9ab+ b2) + a2 − b2

òàêæå äåëèòñÿ íà 11.

4. Íà ãðàíÿõ êóáà íàïèñàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à â êàæäîé âåðøèíå �
ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë íà òðåõ ãðàíÿõ, ñìåæíûõ ñ ýòîé âåðøèíîé. Íàéäè-
òå ñóììó ÷èñåë íà ãðàíÿõ, åñëè ñóììà ÷èñåë â âåðøèíàõ ðàâíà 70.

Ðåøåíèå. Ïóñòü n1, n2, n3, n4, n5, n6 � ÷èñëà, íàïèñàííûå íà ãðàíÿõ
êóáà. Òîãäà

n5(n1n4 + n1n2 + n2n3 + n3n4) + n6(n1n4 + n1n2 + n2n3 + n3n4) =

= (n5 + n6)(n1(n4 + n2) + n3(n2 + n4)) =

= (n5 + n6)(n4 + n2)(n1 + n3) = 7 · 5 · 2 · 1.

Òàê êàê âñå ÷èñëà íàòóðàëüíûå, òî n1 + n3 > 1, è, ñëåäîâàòåëüíî,

(n5 + n6) + (n4 + n2) + (n1 + n3) = 7 + 5 + 2 = 14.

Îòâåò: 14



5. Â êðóæî÷êàõ ðàñïîëîæåíû ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 5, 6. Çà îäèí õîä ðàçðå-
øàåòñÿ âûáðàòü ëþáóþ ïàðó ñîñåäíèõ (ñîåäèíåííûõ îòðåçêîì) ÷èñåë è
ïðèáàâèòü ê êàæäîìó èç íèõ îäíî è òî æå ÷èñëî (ýòî ÷èñëî ìîæåò
ìåíÿòüñÿ îò øàãà ê øàãó). Ìîæíî ëè èç ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë íà ðèñ. 1
ïîëó÷èòü ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 2?

Ðèñ. 1. Ðèñ. 2.

Ðåøåíèå. Â ýòîé çàäà÷å ñóì-
ìà S = (x+y+z)− (A+B+C) ÿâ-
ëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, ò.å. S îñòàåò-
ñÿ ïîñòîÿííîé ïîñëå ëþáîãî õîäà.
Äëÿ íà÷àëüíîé ñèòóàöèè ýòà ñóì-
ìà ðàâíà

(1 + 3 + 5)− (6 + 4 + 2) = −3,

à äëÿ êîíå÷íîé îíà ðàâíà

(6 + 4 + 3)− (5 + 1 + 3) = 4.

Îòâåò: Íåëüçÿ
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1. Â îêðóæíîñòü âïèñàí ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC. Íà äóãå
AB, íå ñîäåðæàùåé òî÷êè C, âûáðàíà òî÷êà M , îòëè÷íàÿ îò òî÷åí
A è B. Ïóñòü ïðÿìûå AC è BM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. , à ïðÿìûå
BC è AM � â òî÷êå N . Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äëèí îòðåçêîâ
AK è BN íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè M .

Ðåøåíèå. ×åòûðåõóãîëüíèê ACBM
âïèñàí â îêðóæíîñòü, ñëåäîâàòåëüíî,
∠AMB = 120◦. Ïóñòü ∠CKB = α. Òîãäà
â 4KAB:

∠KAB = 120◦,∠ABK = 60◦ − α.

Â 4ABM :

∠MAB = 180◦ − (∠AMB + 60◦ − α) = α.

Â òðåóãîëüíèêàõ KAB è ABN òóïûå
óãëû ðàâíû 120◦, è

∠AKB = ∠BAN = α.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû, è

AK

AB
=
AB

BN
,

ò.å. ïðîèçâåäåíèå AK ·BN = AB2 íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè M .

2. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà x, y è z óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ{
4x+ z > 2y,

y2 < 4xz.

Äîêàæèòå, ÷òî z > 0.
Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì äâà ðåøåíèÿ.
1�îå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

f(α) = xα2 + tα + z.

Åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí y2−4xz < 0, ïîýòîìó f(α) íå èìååò äåéñòâèòåëü-
íûõ êîðíåé. Â ñèëó ïåðâîãî íåðàâåíñòâî ñèñòåìû f(−2) = 4x−2y+z > 0,
çíà÷èò, f(α) > 0 äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ α. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî
f(0) = z.



2�îå ðåøåíèå. Áóäåì ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü z 6 0. Ñëó÷àé
z = 0 íåâîçìîæåí ââèäó âòîðîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû. Åñëè z < 0, òî èç
ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì

4xz < (2y − z)z.

Òîãäà y2 < 4xz < 2zy−z2, ò.å.(z−y)2 < 0, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî z > 0.

3. Â Èçóìðóäíîì ãîðîäå � 2018 ñâåòîôîðîâ. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
ëþáîé èç íèõ ãîðèò êðàñíûì, çåëåíûì èëè æåëòûì öâåòîì. Ñòðàøèëà
ðàçâëåêàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îí âûáèðàåò äâà ëþáûõ ñâåòîôîðà, è,
åñëè îíè ãîðåëè ðàçíûìè öâåòàìè, òî îí ïåðåêëþ÷àåò èõ òàê, ÷òîáû îíè
îäèíàêîâî ãîðåëè òðåòüèì îñòàâøèìñÿ öâåòîì. È íàîáîðîò, åñëè îíè ãî-
ðåëè îäèíàêîâûìè öâåòàìè, òî îí ïåðåêëþ÷àåò èõ òàê, ×òîáû îíè ãîðåëè
ðàçíûìè íå ñîâïàäàþùèìè ñ èñõîäíûì öâåòàìè. Â íà÷àëå ðàçâëå÷åíèÿ
ðîâíî îäèí ñâåòîôîð ãîðåë æåëòûì öâåòîì, à îñòàëüíûå - çåëåíûì. Ñìî-
æåò ëè Ñòðàøèëà ïåðåêëþ÷èòü âñå ñâåòîôîðû íà êðàñíûé?

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ìîæíî ïåðåêëþ÷èòü 672 ïàð çåëåíûõ ñâåòîôî-
ðîâ, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü 672 êðàñíûõ è 672 æåëòûõ. Âñåãî â Èçóìðóäíîì
ãîðîäå ïîìèìî êðàñíûõ ñâåòîôîðîâ îñòàíåòñÿ 673 çåëåíûõ ñâåòîôîðà
è, ñ ó÷åòîì ïåðâîíà÷àëüíî èìåâøåãîñÿ æåëòîãî, 673 æåëòûõ ñâåòîôîðà,
êîòîðûå ìîæíî ïàðàìè ïåðåêëþ÷èòü íà êðàñíûå. Ñëåäîâàòåëüíî, Ñòðà-
øèëà ñìîæåò ñïðàâèòüñÿ ñ ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé.

4. Â âîñüìè êîðîáêàõ ëåæàò àïåëüñèíû: â ïåðâîé � 1, âî âòîðîé � 2, â
òðåòüåé � 3, . . . , â âîñüìîé � 8. ×åáóðàøêà ñúåäàåò êàæäûé äåíü ðîâíî
k àïåëüñèíîâ (k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî), ïðè÷åì, èç êàæäîé êîðîáêè îí
áåðåò íå áîëåå îäíîãî àïåëüñèíà. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ k, ïðè êîòîðûõ
×åáóðàøêà ñìîæåò ñúåñòü âñå àïåëüñèíû.

Ðåøåíèå. ×èñëî äíåé, çà êîòîðûå ×åáóðàøêà ñìîæåò ñúåñòü âñå
àïåëüñèíû, íå ìåíåå 8 (èíà÷å íå îïóñòîøèòü âîñüìóþ êîðîáêó), îáùåå
÷èñëî àïåëüñèíîâ � 36, ïîýòîìó k 6 36

8
, ò.å. k 6 4.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî âñå òàêèå íàòóðàëüíûå k óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèþ çàäà÷è, ðàñïðåäåëèì êîðîáêè â k ãðóïï òàê, ÷òîáû àïåëü-
ñèíîâ â êàæäîé ãðóïïå áûëî ïîðîâíó. Àëãîðèòì ïîãëîùåíèÿ àïåëüñèíîâ
òàêîâ: êàæäûé äåíü ñúåäàåòñÿ ïî îäíîìó àïåëüñèíó èç êàæäîé ãðóïïû
(íå âàæíî, èç êàêîé êîðîáêè). Èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå:



ïðè k = 4 1�àÿ è 8�àÿ êîðîáêè; 2�àÿ è 7�àÿ êîðîáêè;
3�ÿ è 6�àÿ êîðîáêè; 4�àÿ è 5�àÿ êîðîáêè

ïðè k = 3 1�àÿ, 2�àÿ, 3�ÿ è 6�àÿ êîðîáêè;
4�àÿ è 8�àÿ êîðîáêè; 7�àÿ è 5�àÿ êîðîáêè

ïðè k = 2 1�àÿ, 8�àÿ, 2�àÿ è 7�àÿ êîðîáêè;
3�ÿ, 6�àÿ, 4�àÿ è 5�àÿ êîðîáêè

ïðè k = 1 åäèíñòâåííàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç âñåõ êîðîáîê.



5. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå x3+ y3 = z3 íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëü-
íûõ ÷èñëàõ. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ

6x2 + 2 = z3.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå (x+1)3− (x− 1)3 = z3, îòêóäà
(x + 1)3 = (x − 1)3 + z3. Â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ x − 1, x + 1 è z ýòî
óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò (ïî óñëîâèþ çàäà÷è). Òàê êàê è z, è x (à
çíà÷èò è x+ 1) äîëæíû áûòü íàòóðàëüíûìè, åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé
ñëó÷àé � ýòî ñëó÷àé x− 1 = 0, ò.å. x = 1. Íî òîãäà z = 2.
Îòâåò: x = 1, z = 2
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1. Â ïëîñêîñòè äàíî n > 3 òî÷åê, ïðè÷åì íèêàêèå òðè èç íèõ íå ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé. Ñóùåñòâóåò ëè îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ïî êðàéíåé
ìåðå ÷åðåç òðè äàííûå òî÷êè è íå ñîäåðæàùàÿ âíóòðè ñåáÿ íè îäíîé
èç îñòàëüíûõ?

Ðåøåíèå. Âîçüìåì ïàðó òî÷åê (èëè îäíó èç òàêèõ ïàð), ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè íàèìåíüøåå. Îáîçíà÷èì ýòèì òî÷êè ÷åðåç a è B. Âûáå-
ðåì èç îñòàâøèõñÿ òðåòüþ òî÷êó C òàê, ÷òîáû ∠ACB áûë íàèáîëüøèì.
Ïî óñëîâèþ òî÷êè A,B è C íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Îêðóæíîñòü,
ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç òî÷êè A,B è C � èñêîìàÿ.

Äîêàæåì ýòî. Óãîë ACB � îñòðûé (íà ñàìîì äåëå ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî ∠ACB 6 60◦). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí áûë áû íàèáîëüøèì óãëîì â
4ABC è, ñëåäîâàòåëüíî, |AB| > |AC| è |AB| > |CB|, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
âûáîðó ïàðû òî÷åê A è B.

Òåïåðü áóäåì ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêàÿ-òî
òî÷êà M ëåæèò âíóòðè êðóãà.

Ñëó÷àé I. Òî÷êà M ëåæèò âíóòðè òîãî æå ñåãìåíòà, ÷òî è òî÷êà C.
Òîãäà ∠AMB > ∠ACB, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó òî÷êè C.

Ñëó÷àé II. Òî÷êà M ëåæèò â äðóãîì ñåãìåíòå. Òîãäà ∠AMB òóïîé,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó òî÷êè C.

Òàêèì îáðàçîì, âíóòðè êðóãà äàííûõ òî÷åê íåò. Íà ñàìîé îêðóæ-
íîñòè äàííûå òî÷êè ìîãóò áûòü. Íàïðèìåð, çàäàííûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ
âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî n�óãîëüíèêà.

2. Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî z, êîòîðîå ìîæíî äâóìÿ ðàçëè÷-
íûìè ñïîñîáàìè çàïèñàòü â âèäå z = x! + y!, ãäå x è y � íàòóðàëüíûå
÷èñëà, òàêèå, ÷òî x 6 y?

Ðåøåíèå. Ïóñòü äëÿ íàòóðàëüíîãî z èìåþòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà
x1 6 y1, x2 6 y2 òàêèå, ÷òî

z = x1! + y1! = x2! + y2! (1)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè x1 < x2. Òîãäà íå ìîæåò áûòü y1 < x2,
èíà÷å

z = x1! + y1! < x2! + x2! 6 x2! + y2! = z,

÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó,
y1 > x2.

Òîãäà äëÿ x2 èìååì:
x2 6 y2, x2 6 y1.



Ïîýòîìó ÷èñëî
x2! + y2!− y1!

äåëèòñÿ íà x2!. Âñëåäñòâèå (1) ÷èñëî x1! òàêæå äåëèòñÿ íà x2!, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî 0 < x1 < x2. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

3. Íàéäèòå x, åñëè

sin 3x · cos (π
3
− 4x) + 1

sin (π
3
− 7x)− cos (π

6
+ x) +m

= 0,

ãäå m � äàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Ðåøåíèå. Çíà÷åíèå x äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì:

sin 3x · cos
(π
3
− 4x

)
= −1 (2)

sin
(π
3
− 7x

)
− cos

(π
6
+ x
)
+m 6= 0. (3)

Óðàâíåíèå (2) ýêâèâàëåíòíî àëüòåðíàòèâå

1. sin 3x = −1, à cos
(
π
3
− 4x

)
= 1, îòêóäà x = k · 2π

3
+ π

2
è x = l · π

2
+ π

12
.

Ñëåäîâàòåëüíî, 6l − 8k = 5, ÷òî íåâîçìîæíî, ëåâàÿ ÷àñòü ÷åòíà, à
ïðàâàÿ � íå÷åòíà.

2. sin 3x = 1, à cos
(
π
3
− 4x

)
= −1. Òîãäà x = k · 2π

3
+ π

6
è x = l · π

2
+ π

3
,

îòêóäà 4k = 3l + 1 èëè k − 1 = 3(l − k), ñëåäîâàòåëüíî k = 1 + 3l
(l � öåëîå);

x = 2πl +
5π

6
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå x â (2), ïîëó÷àåì óñëîâèå m 6= 2.

Îòâåò: x = 2πl + 5π
6
, l ∈ Z,m 6= 2

4. Äàíû äëèíû a, b, c ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà S.
Äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

a2 + b2 + c2 > 4S
√
3.

Ïðè êàêîì óñëîâèè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî?
Ðåøåíèå. Ïî Ôîðìóëå Ãåðîíà ïëîùàäü S òðåóãîëüíèêà ðàâíà

S =

√
a+ b+ c

2
· a+ b− c

2
· a+ c− b

2
· b+ c− a

2
,



ãäå âñå ñîìíîæèòåëè ïîëîæèòåëüíû. Ïîýòîìó äëÿ îöåíêè ïðîèçâåäåíèÿ
(a+ b− c)(a+ c− b)(b+ c− a) ìîæíî ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî

x+ y + z

3
> 3
√
xyz,

èëè

xyz 6
(x+ y + z)3

27
.

Ïîëîæèì x = a+ b− c, y = a+ c− b, z = b+ c− a. Ïîëó÷èì

4S =
√

(a+ b+ c)(a+ b− c)(a+ c− b)(b+ c− a) 6

6

√
(a+ b+ c)

(a+ b+ c)3

27
=

(a+ b+ c)2

3
√
3

=

=
3a2 + 3b2 + 3x2 − (a− b)2 − (b− c)2 − (c− a)2

3
√
3

6
a2 + b2 + c2√

3
,

ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ ïðè a = b = c. ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

5. Â ïðÿìîóãîëüíîì ñïè÷å÷íîì êîðîáêå ðàçìåðàìè 1 × 2 × 3 ñì ñè-
äèò ìóðàâåé, è åñòü ñàõàðíàÿ êðîøêà. Åñëè ââåñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò
ñ îñÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ðåáðàì êîðîáêà òàê, ÷òîáû îäíà âåðøèíà êî-
ðîáêà íàõîäèëàñü â íà÷àëå êîîðäèíàò, à âòîðàÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòà-
ìè (10 ìì, 20 ìì, 30 ìì) òî ìóðàâåé áóäåò ñèäåòü â òî÷êå ñ êîîðäè-
íàòàìè (1 ìì, 2 ìì, 0 ìì), à êðîøêà áóäåò â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè
(9 ìì, 3 ìì, 30 ìì). Êàêîâî êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ìóðàâüþ
ïðèäåòñÿ ïðîïîëçòè äî ñàõàðíîé êðîøêè, åñëè îí ìîæåò äâèãàòüñÿ òîëü-
êî ïî ïîâåðõíîñòè êîðîáêà?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðåâ ðàçëè÷íûå ðàçâ¼ðòêè
êóáà íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êðàò÷àéøèé ïóòü
îò ìóðàâüÿ (Ì) äî ñàõàðíîé êðîøêè (Ê) áóäåò
ïðîõîäèòü ïî ãèïîòåíóçå ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà ñ êàòåòàìè (2+10+3)ìì è (1+30+1),
îòêóäà íàõîäèì åãî äëèíó

√
152 + 322 =

√
1249.



11 êëàññ

1. Òðè ãðàíè òåòðàýäðà � ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, à ÷åòâåðòàÿ
ãðàíü � íå òóïîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî íåîáõîäèìûì
è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû è ÷åòâåðòàÿ ãðàíü áûëà ïðÿ-
ìîóãîëüíûì òðåóãîëüíèêîì, ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåíèå, ÷òî ðîâíî äâà èç
ïëîñêèõ óãëîâ ïðè îäíîé âåðøèíå òåòðàýäðà � ïðÿìûå.

Ðåøåíèå. I. Ïóñòü ðîâíî äâà èç ïëîñêèõ óãëîâ ïðè âåðøèíå A �
ïðÿìûå, à èìåííî ∠CAD = ∠BAD = 90◦ (ñì. ðèñ.)

à) Ïóñòü ãðàíü ABC � òðåòèé ïðÿìîóãîëü-
íûé òðåóãîëüíèê. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ∠BAC 6=
90◦. Ââèäó ñèììåòðèè âñå ðàâíî, êàêîé èç îñòàâ-
øèõñÿ óãëîâ ãðàíè ABC ïðÿìîé. Ïóñòü ∠ACB =
90◦. Òîãäà:

|BC|2 + |CD|2 = |BC|2 + |AC|2 + |AD|2 =
= |AB|2 + |AD|2 = |DB|2,

ò.å. ∠BCD = 90◦.
á) Ïóñòü ãðàíü BCD �òðåòèé ïðÿìîóãîëüíûé

òðåóãîëüíèê . Åñëè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∠BDC =
90◦, òî â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî 4ABC � òóïîóãîëüíûé.
(Íàïðèìåð, òàê:

|BC|2 = |CD|2+ |DB|2 = |DA|2+ |AC|2+ |AB|2+ |DA|2 > |AC|2+ |AB|2.)

Íî ïî óñëîâèþ ýòî íåâîçìîæíî.
Èç-çà ñèììåòðèè âñå ðàâíî, êàêîé èç îñòàâøèõñÿ äâóõ óãîëîâ ïðÿìîé.

Ïóñòü ∠BCD = 90◦. Òîãäà:

|BC|2 + |AC2| = |BD|2 − |DC|2 + |AC|2 = |BD|2 − (|DC|2 − |AC|2) =
= |BD|2 − |AD|2 = |AB|2,

ò.å. ∠ACB = 90◦.
II. Ïóñòü äëÿ êàæäîé âåðøèíû òåòðàýäðà ABCD íå âûïîëíåíî óñëî-

âèå, ÷òîáû òî÷íî äâà èç ïëîñêèõ óãëîâ ïðè ýòîé âåðøèíå áûëè ïðÿìûìè.
à) Åñëè ïðÿìûå óãëû òðåõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñõîäÿòñÿ â

îäíîé è òîé æå âåðøèíå òåòðàýäðà, òî ÷åòâåðòàÿ ãðàíü � ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê.

Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî êâàäðàò ëþáîãî ðåáðà ÷åòâåð-
òîé ãðàíè ìåíüøå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ îñòàâøèõñÿ ðåáåð.

á) Ïóñòü ïðÿìûå óãëû òðåõ ãðàíåé ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ëå-
æàò ó ðàçëè÷íûõ ðåáåð òåòðàýäðà.



Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ãðàíåé
âîçìîæíû ëèøü òðè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ: δ1, δ2, δ3, îòìå÷åí-
íûå íà ðèñóíêå

δ1) δ2) δ3)

Åñëè äîïóñòèì, ÷òî ñëó÷àé δ2 îñóùåñòâèì, ïîëó÷èì, ÷òî ëþáîå ðåáðî
òåòðàýäðà ÿâëÿåòñÿ êàòåòîì íåêîòîðîãî èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíè-
êîâ è ïîýòîìó ìåíüøå êàêîãî-òî äðóãîãî ðåáðà òåòðàýäðà, ÷òî íåâîçìîæ-
íî, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü íàèáîëüøåå (îäíî èùè íåñêîëü-
êî).

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àè:

δ1: ∠CAD = ∠BCD = ∠BDA = 90◦;

δ3: ∠ACD = ∠BCD = ∠BAD = 90◦

Ðàññìîòðèì ãðàíü ABC.
Ââèäó 1) ∠BAC 6= 90◦ è ∠ACB 6= 90 : ◦. Äîïóñòèì, ÷òî ∠ABC = 90◦.
Äëÿ ñëó÷àÿ δ1 èìååì:

|AC| < |CD| < |DB| < |AB| < |AC|,

÷òî íåâîçìîæíî.
Äëÿ ñëó÷àÿ δ3 ïîëó÷èì, ÷òî öåíòð ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî òåòðàýäðà

ABCD, äîëæåí ñîâïàäàòü ñ ñåðåäèíàìè ðåáåð AC è BD, â òî âðåìÿ êàê
ýòè ðåáðà ýòè ðåáðà íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, 4ABC íå
ïðÿìîóãîëüíûé.



2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . . , an óäîâëåòâî-
ðÿþò íåðàâåíñòâó

a1 + a2 + . . .+ an >
√

(n− 1)(a21 + a22 + . . .+ a2n),

òî âñå ÷èñëà a1, a2, . . . , an íåîòðèöàòåëüíû.
Ðåøåíèå. 1) Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k è

ïðîèçâîëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a1, . . . , ak ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(a1 + a2 + . . .+ ak)
2 6 k(a21 + a22 + . . .+ a2k).

Áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè. Áàçà èíäóêöèè ïðè k = 1 î÷åâèäíà. Ñäå-
ëàåì øàã èíäóêöèè. Ïóñòü óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ k ñëàãàåìûõ.
Äîêàæåì åãî äëÿ k + 1 ñëàãàåìîãî.

N = (a1 + a2 + . . .+ ak+1)
2 =

= (a1 + a2 + . . .+ ak)
2 + a2k+1 + 2ak+1(a1 + a2 + . . .+ ak).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà,
ïîëó÷èì:

N 6 k(a21 + a22 + . . .+ a2k) + a2k+1 + 2ak+1(a1 + a2 + . . .+ ak) =

= (k + 1)(a21 + a22 + . . .+ a2k + a2k+1)− a21 − a22 − . . .− a2k −
− ka2k+1 + 2a1ak+1 + 2a2ak+1 + . . .+ 2akak+1 =

= (k + 1)(a21 + a22 + . . .+ a2k+1)− (a1 − ak+1)
2 − (a2 − ak+1)

2 − . . .
. . .− (ak − ak+1)

2,

îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ èñêîìîå íåðàâåíñòâî.
2) Òåïåðü çàéìåìñÿ óòâåðæäåíèåì èç óñëîâèÿ çàäà÷è. Îíî îïÿòü æå

î÷åâèäíî ïðè k = 1. Äëÿ k = n− 1 ïî äîêàçàííîìó â 1) èìååì:

|a1 + a2 + . . .+ an − 1| 6
√

(n− 1)(a21 + a22 + . . .+ a2n−1) 6

6
√

(n− 1)(a21 + a22 + . . .+ a2n).

Ó÷èòûâàÿ òåïåðü íåðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ çàäà÷è, ïîëó÷èì:

a1 + a2 + . . .+ an−1 6 |a1 + a2 + . . .+ an−1| 6 a1 + a2 + . . .+ an,

îòêóäà ñëåäóåò âûòåêàåò, ÷òî an > 0. Òåïåðü ïðîñòî èçìåíÿÿ ïîðÿäîê
íóìåðàöèè ÷èñåë ai ìîæíî àíàëîãè÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ai > 0.



3. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p ðåøèòå óðàâíåíèå

1

sinx
+

1

cosx
=

1

p

è óêàæèòå êîëè÷åñòâî åãî ðåøåíèé äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî p 6= 0 è ÷òî åñëè x � êîðåíü, òî

sinx · cosx 6= 0.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà p sinx cosx. Ïîëó÷àåì:

p(sinx+ cosx) = sin x cosx

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå z = 1√
2
(sinx+ cosx) = sin(x+ π

4
). Ïîñêîëüêó

z2 =
1

2
(1 + 2 sinx cosx) = sin x cosx+

1

2
,

èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

√
2pz = z2 − 1

2
, |z| 6 1, p 6= 0

èëè
2z2 − 2

√
2pz − 1 = 0, |z| 6 1, p 6= 0.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî

z1 =
1√
2
(p+

√
p2 + 1), z2 =

1√
2
(p−

√
p2 + 1),

è äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ p, î÷åâèäíî,

z1 > 0 > z2,

òî åñòü, êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ âñåãäà ðàçëè÷íû è íå ðàâíû íóëþ. Ëåãêî
ïðîâåðèòü ÷òî óñëîâèå z1 6 1 ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ íåðàâíåíñòâà
p 6 1

2
√
2
, çíà÷èò, ïðè âñåõ p ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1

2
√
2
) ñóùåñòâóþò äâå ñåðèè

ðåøåíèé

x1,k = 2kπ + arcsin

(
1√
2
(p+

√
p2 + 1)

)
− π

4
, k ∈ Z

x2,k = (2k + 1)π − arcsin

(
1√
2
(p+

√
p2 + 1)

)
− π

4
, k ∈ Z



êîòîðûå ïðè p = 1
2
√
2
ñîåäèíÿþòñÿ â îäíó x1,k = 2kπ + π

4
.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ âòîðîãî êîðíÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå z2 >
−1, èëè p > − 1

2
√
2
, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ p ∈ (− 1

2
√
2
, 0) ∪ (0,∞) ñóùå-

ñòâóåò äâå ñåðèè ðåøåíèé

x3,k = 2kπ + arcsin

(
1√
2
(p−

√
p2 + 1)

)
− π

4
, k ∈ Z

x4,k = (2k + 1)π − arcsin

(
1√
2
(p−

√
p2 + 1)

)
− π

4
, k ∈ Z

êîòîðûå ïðè p = − 1
2
√
2
ñîåäèíÿþòñÿ â ñåðèþ x3,k = 2kπ − π

4
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ïðîìåæóòêà 2πk 6 x < 2π(k+1), k ∈ Z,
èìååòñÿ äâà ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðè |p| > 1

2
√
2
, òðè ðåøåíèÿ

ïðè p = ± 1
2
√
2
, ÷åòûðå ðåøåíèÿ ïðè 0 < |p| < 1

2
√
2
è ïðè p = 0 ðåøåíèé

íåò.

4. Îïðåäåëèòå öèôðû x, y è z, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ðàâåíñòâî√
xx . . . x︸ ︷︷ ︸
2n öèôð

− yy . . . y︸ ︷︷ ︸
n öèôð

= zz . . . z︸ ︷︷ ︸
n öèôð

èìååò ìåñòî ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà n. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ n, äëÿ êîòîðûõ ýòî ðàâåíñòâî
îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è. Òîãäà:

x · 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2n öèôð

−y · 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n öèôð

= z2 (11 . . . 1)
2︸ ︷︷ ︸

n öèôð

(4)

Çàìåòèì, ×òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k

10k−1 + 10k−2 + . . .+ 10 + 1 =
10k − 1

9
.

Òîãäà èç (4) ïîëó÷èì:

x · 10
2n − 1

9
− y · 10

n − 1

9
= z2 · (10

n − 1)2

92
.

Ñîêðàòèâ íà 10n − 1 è èçáàâèâøèñü îò çíàìåíàòåëÿ, ïîëó÷àåì:

9(10n + 1)x− 9y = (10n − 1)z2,



èëè, ÷òî òî æå ñàìîå

(9x− z2)10n = 9y − 9x− z2. (5)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà n1 6= n2, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíî (4), à, ñëåäîâàòåëüíî, (5), ò.å.

(9x− z2)10n1 = 9y − 9x− z2; (9x− z2)10n2 = 9y − 9x− z2.

Âû÷èòàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

(9x− z2)(10n1 − 10n2) = 0.

Íî, ò.ê. 10n1 − 10n2 6= 0, òî

9x− z2 = 0. (6)

Ïîäñòàâëÿÿ (6) â (5), ïîëó÷èì

9y − 9x− z2 = 0. (7)

Èç (6) è (7) ñëåäóåò, ÷òî

x = k2, y = 2k2, z = 3k, ãäå k ∈ Z.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî 0 < x, y, z 6 9, ïîëó÷àåì äâà ðåøåíèÿ:

x 1 4
y 2 8
z 3 6.

Åñëè (x, y, z) � ëþáîå ðåøåíèå, òî äëÿ êàæäîãî n âûïîëíåíî (5), à,
ñëåäîâàòåëüíî, (4). Èíûìè ñëîâàìè, äàííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ
ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n.

5. Ôåäîðà è Åìåëÿ ïîëó÷èëè íà ñâàäüáó 2018 êîðîáîê, â êîòîðûõ íàõî-
äèòñÿ 1, 2, 3, . . . , 2018 êîíôåò. Îíè ðåøèëè ñûãðàòü â ¾æàäèíó¿ ïî ñëå-
äóþùèì ïðàâèëàì: êàæäûé ïî î÷åðåäè âûáèðàåò íåñêîëüêî íåïóñòûõ
êîðîáîê, è ñúåäàåò èç êàæäîé âûáðàííîé êîðîáêè ïî îäíîé êîíôåòå.
Êòî ñúåñò ïîñëåäíþþ êîíôåòó, òîò áóäåò îáúÿâëåí æàäèíîé. Åìåëÿ
î÷åíü íå õî÷åò îêàçàòüñÿ æàäèíîé. Êàê îí äîëæåí ïîñòóïèòü: ñäå-
ëàòü, êàê ãëàâà ñåìüè, õîä ïåðâûì, èëè æå, êàê äæåíòëüìåí, óñòó-
ïèòü ïåðâûé õîä Ôåäîðå? Îáîñíóéòå îòâåò è ïðèâåäèòå ñòðàòåãèþ
Åìåëè, äåéñòâóÿ ñîãëàñíî êîòîðîé îí ãàðàíòèðîâàííî îñòàâèò Ôåäîðó
æàäèíîé.



Ðåøåíèå. Ïåðâûì õîäîì Åìåëÿ ìîæåò ñúåñòü ïî îäíîé êîíôåòå èç
âñåõ êîðîáîê ñ íå÷åòíûì êîëè÷åñòâîì êîíôåò òàê, ÷òîáû îñòàâèòü Ôå-
äîðå òîëüêî êîðîáêè ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì êîíôåò. Ïîñëå õîäà Ôåäîðû
õîòÿ áû â îäíîé êîðîáêå îêàæåòñÿ íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî êîíôåò, è Åìå-
ëÿ âñåãäà ñìîæåò ñäåëàòü õîä, âîñòàíàâëèâàþùèé ÷åòíîñòü âî âñåõ êî-
ðîáêàõ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîé ñòðàòåãèè Åìåëè êîëè÷åñòâî íåïóñòûõ
êîðîáîê áóäåò óìåíüøàòüñÿ òîëüêî âî âðåìÿ õîäà Åìåëè. Â êàêîé-òî ìî-
ìåíò ïîñëå õîäà Åìåëè äîëæíî áóäåò îñòàòüñÿ íå áîëåå îäíîé êîðîáêè. Â
ýòî õîä Åìåëå íàäî èçìåíèòü òàêòèêó: ñúåñòü êîíôåòû òàê, ÷òîáû îñòà-
ëàñü ëèøü îäíà êîðîáêà, è â ýòîé îñòàâøåéñÿ êîðîáêå îêàçàëîñü íå÷åòíîå
êîëè÷åñòâî êîíôåò (î÷åâèäíî, îí âñåãäà ìîæåò âûáðàòü - ñúåñòü èëè íå
ñúåñòü îäíó êîíôåòó èç ýòîé êîðîáêè). Òîãäà êîíôåòû èç ýòîé îñòàâøåé-
ñÿ êîðîáêè Ôåäîðà ñ Åìåëåé áóäåò åñòü ïî î÷åðåäè, è ïîñëåäíþþ ñúåñò
Ôåäîðà. Óñòóïàòü Ôåäîðå ïåðâûé õîä íåëüçÿ, òàê êàê â òàêîì ñëó÷àå îíà
ñìîæåò ïðèìåíèòü ýòó æå ñòðàòåãèþ ÷òîáû íå îñòàòüñÿ æàäèíîé.


